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Resumen 

El objetivo de este trabajo es validar las frecuencias naturales teóricas de un sistema rotor 

chumacera experimental. Para alcanzar el objetivo se calcularon los modos de vibración del sistema 

utilizando un modelo de elemento finito, mientras que la validación experimental se llevó a cabo 

haciendo uso de herramientas de software y hardware libre, la instrumentación del banco de 

pruebas incluye los sistemas electromecánicos y electrónicos para su correcto funcionamiento. 

Posteriormente se aplicó la técnica de identificación de parámetros modales utilizando una rutina 

de software desarrollada para tal efecto. El equipo se encuentra ubicado en el Laboratorio de 

posgrado del Instituto Tecnológico de Pachuca y será utilizado para la enseñanza de fundamentos 

de análisis de vibraciones y fallas en maquinaria rotativa, cabe mencionar que este proyecto está 

inspirado en la estrategia educativa de “aprender haciendo”, puesto que esto permitirá a los 

estudiantes validar modelos matemáticos o de elemento finito como en este trabajo.  

Abstract  

The objective of this work is to validate the theoretical natural frequencies of an experimental 

rotor-bearing system. To achieve the objective, the vibration modes of the system were calculated 

using a finite element model, while the experimental validation was carried out using free software 

and hardware tools, the instrumentation of the test bench includes the electromechanical and 

electronic systems. for its correct operation. Subsequently, the modal parameter identification 

technique was applied using a software routine previously developed. The instrumented obtained 

is located in the Graduate Laboratory of the Technological Institute of Pachuca and will be used to 

teach the fundamentals of analysis of vibrations and failures in rotating machinery, it is worth 

mentioning that this project is inspired by the educational strategy of "learning by doing", since 

this allowed the students to validate mathematical or finite element models as in this work. 
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Capítulo 1 

Introducción 

En la actualidad, el estudio de vibraciones mecánicas es de gran interés debido a que, por citar 

un ejemplo, las máquinas rotativas (que se utilizan en la mayoría de las industrias) experimentan, 

en mayor o menor grado, los efectos de las vibraciones, las cuales pueden ser el resultado de 

defectos mecánicos o de causas inherentes a la forma en que dicho equipo trabaja [1]. Las fallas en 

las piezas rotativas a menudo son causadas porque las máquinas operan a velocidades de rotación 

altas, por ello, los métodos basados en análisis de vibración se usan para el monitoreo del estado 

de la máquina [2] [3]. 

Las técnicas de la mecánica experimental permiten la validación de modelos matemáticos y de 

elemento finito, tal es el caso de este trabajo en el cual el objetivo principal fue realizar la 

instrumentación del banco de pruebas presentado en [4] para después realizar un análisis de 

vibraciones y de esta manera determinar las frecuencias naturales del mismo. 

El estudio de vibraciones mecánicas es complicado si solo se enfoca de forma analítica, sin 

embargo, en la actualidad contamos con herramientas tecnológicas que facilitan muchos procesos.  

El utilizar estas herramientas para la enseñanza de vibraciones mecánicas es una manera de 

transformar algo complejo en algo que el estudiante puede interpretar de manera fácil. El poder 

realizar prácticas experimentales que tengan relación con las vibraciones mecánicas facilita el 

entendimiento en estas áreas que generalmente suelen ser muy complejas.  

Las investigaciones en rotodinámica buscan mejorar la estabilidad de los sistemas rotatorios, 

dichos sistemas experimentan vibraciones durante su operación, las cuales pueden ser generadas 

por inestabilidad, desbalanceo dinámico, desalineamiento, entre otras [5].  Esta formación en 

mecánica experimental no solo le permiten al estudiante de posgrado obtener conocimientos y 

competencias que le permiten continuar con su formación en el ámbito científico, ya que se ha 

obtenido una formación multidisciplinaria en la cual se han involucrado áreas tales como diseño 

mecánico, análisis de elemento finito, análisis de vibraciones, análisis de señales y un importante 

trabajo de mecánica experimental, sino que también lo capacita para entender de una forma más 

sistemática  y profunda el funcionamiento del equipo de pruebas de vibraciones presente en la 

industria, sobre todo en las áreas de investigación y desarrollo de nuevos productos utilizados en 

los centros de ingeniería de la industria automotriz, la industria aeroespacial, entre otras.  
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Con el desarrollo del proyecto se contribuyó a generar recursos didácticos ya que se 

instrumentó un banco de pruebas rotodinámicas, posteriormente se realizó un análisis de 

vibraciones y así se validaron las frecuencias naturales del sistema, el equipo se encuentra ubicado 

en el Laboratorio de Posgrado en el Instituto Tecnológico de Pachuca, y para su instrumentación 

se requirió el uso de una placa metálica, acelerómetros, un motor trifásico, un variador de 

frecuencia, un botón de paro de emergencia, un riel din de 35 mm, un interruptor termo-magnético 

y   una tarjeta de adquisición de datos conectada a una computadora con MATLAB®-

SIMULINK®.  

1.1 Planteamiento del problema 

En la actualidad existe una creciente necesidad de formar ingenieros y especialistas en el área 

de ingeniería mecánica, para que entiendan y apliquen correctamente las técnicas que le permitan 

la validación experimental de modelos matemáticos y de elemento finito utilizados en los centros 

de ingeniería de las diferentes industrias.  

1.2 Justificación 

Con el desarrollo del proyecto se contribuye a generar recursos didácticos. Este material 

didáctico coadyuva a la formación de los estudiantes del posgrado en mecánica del Instituto 

Tecnológico de Pachuca en el área de la mecánica experimental. De igual manera el tesista obtiene 

una formación multidisciplinaria en la que involucra diseño mecánico, análisis de elemento finito, 

análisis de señales y un importante trabajo de mecánica experimental. 

1.3 Objetivos 

1.3.1 General 

 Instrumentar y analizar un banco de pruebas de rotodinámicas, de manera que se obtengan 

sus parámetros modales: frecuencias naturales, factores de amortiguamiento y modos de 

vibración. 

1.3.2 Específicos 

 Realizar la instrumentación necesaria para la puesta en marcha del equipo. 

 Efectuar un análisis de elemento finito utilizando el software SOLIDWORKS®. 

 Aplicar las técnicas de identificación de parámetros modales. 

1.4 Organización de la tesis 

El presente trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera.  

1. En el capítulo 1 se presenta una introducción al trabajo de investigación, se muestran 

algunos antecedentes referentes al tema y también se exponen los objetivos del mismo. 
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2. En el capítulo 2 se muestran los antecedentes históricos de bancos de pruebas 

experimentales comenzando desde los primeros trabajos hasta los más recientes. 

3. En el capítulo 3 se describen las bases para realizar un análisis de vibraciones, 

posteriormente se presentan características del análisis modal y al final una reseña de lo que 

es el análisis modal experimental. 

4. En el capítulo 4 se presentan las características del sistema y las diferentes metodologías 

que se utilizaron para plantear una solución al sistema. 

5. En el capítulo 5 se exhiben los resultados más relevantes obtenidos al aplicar los métodos 

presentados en el capítulo 4. 

6. En el capítulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo de tesis. 
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Capítulo 2 

Estado del arte  

Los orígenes de la teoría de la vibración se remontan al diseño y desarrollo de instrumentos 

musicales. Se sabe que los tambores, flautas e instrumentos de cuerda existieron en China e India 

durante varios milenios a.C. Además, los antiguos egipcios y griegos exploraron el sonido y la 

vibración tanto desde el punto de vista práctico como analítico, como ejemplo, el filósofo, 

matemático y músico griego Pitágoras que vivió durante 582 a 502 a.C.; experimentó con sonidos 

generados por herreros y los relacionó con música y física. Además, los chinos desarrollaron un 

sismógrafo mecánico en el siglo II d.C. [6]. 

La base de la teoría moderna de la vibración probablemente fue establecida por científicos y 

matemáticos como Robert Hooke (1635–1703) , que experimentó con la vibración de las cuerdas; 

Sir Isaac Newton (1642–1727), quien estableció el cálculo y las leyes del movimiento para analizar 

las vibraciones; Daniel Bernoulli (1700–1782) y Leonard Euler (1707–1783), quienes estudiaron 

las vibraciones y también exploraron la dinámica y la mecánica de fluidos; Joseph Lagrange (1736-

1813), quien estudió la vibración de las cuerdas y también exploró el enfoque energético para 

formular ecuaciones de dinámica; Charles Coulomb (1736–1806), que estudió las vibraciones 

torsionales y la fricción; Joseph Fourier (1768-1830), quien desarrolló la teoría del análisis de 

frecuencia de señales; y Simeon-Dennis Poisson (1781-1840), quienes analizaron la vibración de 

las membranas y también analizaron la elasticidad (relación de Poisson) [6]. 

Como resultado de la revolución industrial y los desarrollos asociados a las turbinas de vapor 

y otras máquinas rotativas, surgió una necesidad urgente de desarrollo en el área de análisis, diseño, 

medición y control de la vibración. Es así que,  entre los contribuyentes notables de la historia 

reciente, se encuentran Rankine (1820-1872), que estudió las velocidades críticas de los ejes; 

Kirchhoff (1824-1887), quien analizó la vibración de las placas; Rayleigh (1842–1919), quien hizo 

contribuciones a la teoría del sonido y la vibración, desarrolló técnicas computacionales para 

determinar las vibraciones naturales; de Laval (1845–1913), que estudió el problema del equilibrio 

de los discos giratorios; Poincaré (1854–1912), que analizó las vibraciones no lineales; y Stodola 

(1859–1943), quien estudió las vibraciones de rotores, cojinetes y sistemas continuos [6]. 
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2.1 Antecedentes de bancos de pruebas  

Los conceptos de vibraciones han sido usados por muchos siglos en aplicaciones prácticas. 

Muchos de los recientes desarrollos en el campo de vibraciones son motivados quizá por dos 

razones principales: una debido a que las velocidades de operación de maquinaria se han 

incrementado en los últimos 50 años, y la otra, porque los diseños óptimos de maquinarias y 

estructuras consisten en miembros ligeros con altos esfuerzos, tales como puentes, edificios, 

teleféricos, aviones [7]. 

El análisis de las vibraciones mecánicas es considerado en el ámbito industrial como una 

técnica de mantenimiento predictivo, ya que contribuye en detectar el comienzo de una futura 

avería o fallas ya desarrolladas y a la vez permite disponer de las herramientas necesarias para 

analizar la causa del problema que se está generando. Las vibraciones que ocurren en cualquier 

máquina rotativa y en sus estructuras circundantes, es el resultado de defectos mecánicos o de 

causas inherentes a la forma en que dicho equipo trabaja, es decir a su diseño y construcción [1].  

Aunque, como se mencionó anteriormente el análisis de vibraciones tiene gran importancia en 

la industria e investigación, en muchos cursos de ingeniería los estudiantes tienen dificultad de 

visualizar los conceptos teóricos presentados. Los problemas de los libros de texto son útiles, pero 

aun así el estudiante suele tener dificultad en visualizar cual es el significado físico de un problema 

matemático. Es por ello que, el estudio de sistemas rotativos en los programas de licenciatura y 

posgrado requiere de equipo y estrategias didácticas que permitan a los alumnos adquirir de manera 

experimental los conceptos correspondientes a este tema, además, el modelado matemático y el 

análisis numérico de dichos sistemas son también herramientas de vital importancia [8], [9].  

El medio más confiable para obtener un modelo que describa el comportamiento dinámico de 

una máquina implica un procedimiento experimental, ya que refleja de una mejor manera el 

comportamiento del sistema. Sin embargo, las máquinas que contienen elementos giratorios a 

menudo son difíciles de modelar de manera confiable utilizando la teoría, principalmente debido a 

las incertidumbres inherentes en cuanto a las condiciones operativas y de contorno y, en estos 

casos, las pruebas experimentales realizadas adecuadamente son, con mucho, el enfoque más 

confiable [10]. 

Por esta razón, una de las herramientas prácticas para la enseñanza de vibraciones mecánicas 

es el uso de bancos de pruebas,  los cuales son instrumentos diseñados para estudiar el efecto de 

las vibraciones en los mecanismos comunes de la industria, el prototipo tiene la característica de 

ser ajustable a diferentes configuraciones,  medir algunas magnitudes,  analizar su comportamiento,  
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comprobar el diagnóstico y las opciones correctivas, lo cual para la parte educativa resulta muy 

didáctico ya que permite estudiar la respuesta dinámica que cada componente presenta ante estas 

manifestaciones y así poder mejorar los elementos [11]. 

Los estudios dinámicos de máquinas rotativas generalmente se realizan utilizando, por un lado, 

modelos de elementos de viga que representan la posición del eje giratorio en un marco inercial y, 

por otro lado, modelos de rotor de Fourier tridimensional (3D) o bidimensional (2D) representado 

en el marco giratorio. La primera representación se usa generalmente para el análisis de estabilidad 

y la predicción de la respuesta dinámica global bajo cargas desequilibradas, teniendo en cuenta los 

efectos giroscópicos. En algunos casos (rotor agrietado, por ejemplo), las matrices de masa y/o 

rigidez utilizadas en el análisis dependen del tiempo y el análisis requiere herramientas mucho más 

complejas [12]. 

Los primeros trabajos sobre modelos de este tipo se presentan en [13] donde se describen las 

vibraciones de los rotores con soporte elástico para el caso de rotores simétricos colgados en un eje 

elástico,  y en [14] para los casos en que las rigideces de soporte giratorias o no giratorias, son 

asimétricas. 

El primer modelo de máquinas rotativas asimétricas fue realizado por [15] utilizando 

osciladores rotativos simples con rigidez isotrópica. De hecho, para estos modelos académicos, las 

ecuaciones de Hill se establecen y resuelven fácilmente en [16]. La extensión a las coordenadas 

estacionarias de los modelos de elementos finitos es tratada en [17] para rotores asimétricos, y en 

[ [18], [19]] para rotores y soportes anisotrópicos. Aún en el marco inercial, un análisis modal para 

rotores que varían periódicamente en el tiempo es sugerido en [20], [21], el cual permite un tiempo 

de cálculo razonable para modelos de rotor simple (con imperfección de forma, grietas 

transversales). Sin embargo, la representación estándar en el marco inercial limita las 

investigaciones al modelado de ejes giratorios con elementos de viga [12].  

Algunos trabajos más recientes respecto a este tema son como los que se describen en [22] 

donde para el análisis de vibraciones (estabilidad, espectro de frecuencia) de máquinas rotativas 

asimétricas con múltiples grados de libertad, se establece un modelo de elementos finitos 

totalmente en 3D que incluye acoplamiento de estator y rotor. Otro trabajo importante es el 

realizado en [23] donde se propone un banco de pruebas (mostrado en la Figura 2.1), el cual es 

capaz de simular desalineación, desequilibrio de componentes rotativos y deterioro de los 

rodamientos, y además, en comparación con los bancos de prueba comerciales, está constituido 
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por: motor eléctrico, eje, acoplamiento, cojinetes y un disco perforado, la mayoría de ellos 

componentes reciclados. 

 

Figura  2.1 Banco de pruebas presentado en [23]. 

Por otra parte en  [24] presenta un excitador de vibración electrodinámico que es capaz de 

simular excitación tridimensional desacoplada (unidireccional) y acoplada en entornos mecánicos. 

El modelo propuesto consta de tres agitadores electromagnéticos (para excitación mecánica), 

además de un circuito de control eléctrico robusto diseñado para regular los componentes del banco 

de pruebas a través de una interfaz gráfica de usuario de desarrollo propio.  

En Latinoamérica también existen investigaciones enfocadas en el comportamiento de la 

vibración, entre ellas destaca el trabajo que se muestra en [25] de la Universidad Tecnológica de 

Pereira, el cual presenta un banco de pruebas de laboratorio para simular desalineamiento y 

desbalanceo mecánico de partes rotodinámicas. Otro trabajo es el presentado en [11] donde se 

describe la metodología empleada en la elaboración de un banco de pruebas para el análisis de 

vibraciones en máquinas rotatorias.  

En [26] se diseñó un eje rotor para prácticas experimentales en el área de vibraciones 

mecánicas, el cual constaba de un eje de acero ASTM 1045 estirado en frio, soportado en sus 

extremos de dos chumaceras, los cuales se encuentran montados sobre la base de la estructura, 

fijado al eje. El eje era impulsado mediante un acoplamiento directo por un motor de ¼ hp (186 

watts) marca SIEMENS, para la medición utilizaron acelerómetros, este dispositivo está conectado 
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al sistema de adquisición de datos, el cual consiste en un microcontrolador Arduino que procesaba 

los datos registrados por el acelerómetro, además de permitir la visualización por medio de una 

computadora del comportamiento dinámico del eje. 

Más recientemente, en [1] diseñaron una máquina para la medición de vibraciones mecánicas, 

con el fin de desarrollar experimentos basados en el fenómeno de agrietamiento, mediante teorías 

y cálculos de diseño mecánico. 

En [27] se recuperó un banco de ensayos modales perteneciente al laboratorio del departamento 

de Ingeniería Mecánica de la Universidad del BÍO-BÍO (ver Figura 2.2). Se crearon programas en 

LabVIEW los cuales ayudan con la captura, procesamiento y lectura de los datos que se obtienen 

de manera experimental. En dicho trabajo se obtienen dos frecuencias naturales de manera 

experimental. Del mismo modo se compararon los resultados obtenidos de forma experimental con 

los de elementos finitos. Además, menciona que algunos factores como lo son: la posición de los 

acelerómetros, la masa de los mismos y la base del shaker pudieron influir en el análisis 

experimental. 

 

Figura  2.2 Banco de ensayos modales perteneciente al laboratorio del departamento de Ingeniería Mecánica de la 

universidad del BIO-BIO [27]. 
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Del mismo modo en [28] se propone una metodología la cual combina las formas modales 

identificadas por análisis modal clásico u operativo. Utiliza un modelo de elementos finitos o un 

método alternativo y aceleraciones experimentales medidas en distintos puntos discretos de la 

estructura. La técnica fue validada mediante pruebas experimentales realizadas sobre una viga de 

vidrio. 

Otro trabajo realizado es en [29] donde estudia el análisis de vibraciones de los defectos de los 

rodamientos de elementos rodantes, el banco de pruebas utilizado para realizar los experimentos 

se ilustra en Figura 2.3. El sistema consta de un eje de 850 mm de longitud y un diámetro de 19.05 

mm, se utiliza un motor de inducción de CA trifásico de ½ Hp, el tipo de rodamiento utilizado es 

de bolas MB-ER-12K, La vibración del rodamiento se mide por cuatro acelerómetros con un rango 

de frecuencia de 0.5 a 10 kHz. Los acelerómetros están montados a 90° en las carcasas de los 

cojinetes. El sistema de adquisición de datos se compone de una tarjeta DAQ que proporciona 

cuatro canales para la adquisición de respuesta vibratoria y un canal para la adquisición de la 

velocidad de rotación. 

 

Figura  2.3 Banco de pruebas experimentales utilizado en [29]. 

Más reciente en [30] se exploró experimentalmente y luego se examinó teóricamente las 

vibraciones laterales de un sistema de rotor Jeffcott.  En el experimento se usaron tres estados de 

desequilibrio, las pruebas realizadas fueron utilizando el kit-rotor entre cojinetes Bently Nevada® 

RK4 (Figura 2.4). Los datos se utilizaron para construir el modelo matemático, que se basa en el 

método de Lagrange en donde se encontró que el modelo era válido y preciso para predecir la 

respuesta del sistema real en la condición rígida con un error máximo del 5%. Por otro lado, el 

modelo no fue capaz de predecir la respuesta del sistema real cuando se presume un rotor flexible. 
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Figura  2.4 Banco de pruebas empleado [30]. 
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Capítulo 3 

Marco Teórico 

3.1 Características de un sistema vibratorio 

Un sistema vibratorio, en general, incluye un medio para almacenar energía potencial (resorte 

o elasticidad), un medio para almacenar energía cinética (masa o inercia) y un medio por el cual la 

energía se pierde gradualmente (amortiguador). La vibración de un sistema implica la 

transformación de su energía potencial en energía cinética y de ésta a energía potencial, 

alternativamente. Si el sistema está amortiguado, parte de la energía se disipa en cada ciclo de 

vibración y debe reemplazarse por una fuente externa si se desea mantener un estado de vibración 

constante [31]. 

3.2 Frecuencia natural  

La frecuencia natural es una propiedad dinámica del sistema que está determinada por su 

rigidez y su masa. Cada estructura tiene tantas frecuencias naturales y modos de vibración como 

grados de libertad. Estos modos se clasifican por la cantidad de energía que se activa en la 

oscilación; por lo tanto, la primera frecuencia natural es la que representa un nivel inferior de 

energía y por consiguiente es la que se activa con mayor probabilidad [32]. 

3.3 Resonancia 

La resonancia es una condición dinámica que acontece cuando un cuerpo capaz de vibrar es 

sometido a una fuerza periódica, cuya frecuencia de excitación coincide con el valor de la 

frecuencia natural del sistema. Este fenómeno se caracteriza porque la respuesta del sistema crece 

indefinidamente, de forma lineal con el tiempo, lo que se interpreta como una condición de 

inestabilidad en el dominio de la frecuencia. 

3.4 Movimiento armónico simple 

El movimiento armónico es de igual manera el movimiento periódico más simple y se 

representa por medio de la ecuación (3.1) [33].  

 sinx A t                                                                          (3.1)                                                                       

donde A es la amplitud de oscilación y   es frecuencia de excitación 

Debido a que el movimiento se repite cada 2  se tiene la ecuación (3.2): 
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2
2 f

T


                                                                           (3.2) 

donde f  es frecuencia de movimiento armónico. 

La velocidad se obtiene al diferenciar el desplazamiento x  con respecto al tiempo t  

obteniéndose la ecuación (3.3): 

cos( )
dx

v x A t
dt

                                                                      (3.3) 

De igual forma, la aceleración se obtiene al diferenciar la velocidad con respecto al tiempo 

obteniéndose un resultado armónico como se observa en la ecuación (3.4): 

2
2

2
sin( )

d x
a x A t

dt
                                                                 (3.4)                                                                         

3.5 Análisis de vibraciones mecánicas  

Un sistema es dinámico si existen variables que dependen del tiempo. La respuesta de un 

sistema vibratorio suele depender tanto de las condiciones iniciales como de las excitaciones 

externas. La mayoría de los sistemas vibratorios son muy complejos, y es imposible considerar 

todos los detalles para un análisis matemático. En el análisis solo se consideran los detalles más 

importantes para predecir el comportamiento del sistema en condiciones de entrada específicas. 

[31]. 

3.5.1 Método de la energía 

Para poder encontrar el modelo dinámico de un sistema rotor tipo Jeffcott que consta de una 

flecha flexible la cual es soportada en sus extremos por dos chumaceras con rodamientos de bolas 

se puede utilizar el método de Euler LaGrange,  utilizar este método para derivar las ecuaciones de 

movimiento puede ser muy efectivo ya que utiliza el principio de conservación de la energía y se 

representa por medio de la ecuación (3.5) [33].  

T U cte                                                                                (3.5)                                                                        

donde T  es la energía cinética del sistema almacenada en la masa y U es la energía potencial 

almacenada como energía elástica [33]. 
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3.5.2 Método de Lagrange 

El método para sistemas conservativos establecido por Euler-Lagrange consiste en definir a L 

como el Lagrangiano del sistema. La ecuación (3.6) es la forma compacta de la ecuación de 

Lagrange para un sistema conservador [34]:  

0
i i

d L L

dt q q

  
  

  
                   ( 1,2,..., )i n                            (3.6) 

3.5.3 Leyes de newton 

En 1687 Isaac newton publicó sus tres conocidas leyes Figura 3.1  [35] . La segunda ley de 

Newton (la ley de la aceleración), se puede describir por medio de la ecuación (3.7): 

v
F m

t





                                                                              (3.7) 

 

Figura  3.1 Leyes de Newton.  

3.5.4 Sistemas de un grado de libertad 

Primero es necesario asumir los componentes que contendrá el sistema, ya que este puede ser 

un sistema masa-resorte o masa-resorte-amortiguador. Se considera de un solo grado de libertad ya 

que solo permite un movimiento a lo largo de un eje de traslación (ver Figura 3.2) [35]. 

 

 

 

 

 

 

L
ey
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 d

e 
N

ew
to

n

Ley de la inercia.- Un objeto en movimiento tiende a permanecer en
movimiento, y un objeto en reposo tiende a permanecer en reposo, a menos
que se vea afectado por una fuerza externa

Ley de la aceleración.- La tasa de cambio (derivada del tiempo) del impulso
de un cuerpo es proporcional a la suma de todas las fuerzas que actuan sobre
el cuerpo.

Ley de accion y reaccion.- Si un objeto ejerce una fuerza sobre un segundo
objeto, el segundo objeto ejerce una fuerza igual pero opuesta sobre el
primero.
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Figura  3.2 Sistema masa-resorte-amortiguador. 

La ecuación (3.8) muestra el equilibrio de fuerzas de acuerdo con la segunda ley de Newton: 

( )mx cx kx F t                                                                      (3.8)                                                         

3.5.5 Sistemas de multiples grados de libertad 

Las estructuras y los equipos de componentes mecánicos requieren más de dos grados y hasta 

n grados de libertad para describir su comportamiento. Las ecuaciones de movimiento para un 

sistema de n grados de libertad se pueden escribir de forma matricial como se observa en la 

ecuación (3.9) [34]: 

          ( ) ( ) ( ) ( )M x t C x t K x t f t                                           (3.9) 

donde  M ,  C  y  K  son matrices de n n , ( )x t  y ( )f t  son vectores de dimensión 1n  los 

cuales se encargan de recoger las variaciones temporales de los desplazamientos y fuerzas 

generadas [34]. 

3.6 Análisis modal  

Es una técnica para determinar las características dinámicas de un sistema la cual se basa en 

que la dinámica de una estructura es físicamente descompuesta en términos de frecuencias de 

resonancia, factores de amortiguamiento y patrones de desplazamiento. Se basa en el factor de 

respuesta vibratoria de un sistema dinámico lineal invariante en el tiempo y puede ser expresado 

como una combinación lineal de un grupo de movimientos armónicos simples llamados modos 

naturales de vibración [34]. 
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3.6.1 Problema de valores propios 

Siempre resulta más fácil el simplificar un sistema de MGDL (múltiples grados de libertad) a 

un sistema de 2GDL (dos grados de libertad) por simplicidad y sin perder generalidad es posible 

utilizar esta simplificación si se selecciona a 
1x  y 

2x  como las coordenadas para describir el 

comportamiento del sistema, las ecuaciones de movimiento pueden ser derivadas como se muestra 

en las ecuaciones (3.10)-(3.11): 

1 1 1 2 1 2 2( ) 0m x k k x k x                                                           (3.10)                                                          

2 2 2 1 2 3 2( ) 0m x k x k k x                                                          (3.11) 

Si las ecuaciones diferenciales anteriores se combinan se convierte en una sola matriz como 

se muestra en la ecuación (3.12): 

1 2 21 1 1

2 2 32 2 2

( )0 0

( )0

k k km x x

k k km x x o

         
        

          
                                (3.12) 

la ecuación (3.13) es la representación general de una matriz de un sistema de MGDL. 

      0M x K x                                                                 (3.13) 

La solución matemática no trivial de la ecuación (3.13) es la presentada en la ecuación (3.14): 

   sin( )x X t                                                                   (3.14)                                                         

cuando se sustituye la ecuación (3.14) en la ecuación (3.13) se obtiene la representación de un 

problema de valores propios donde 2  es el  valor propio y  X es el vector de valores propios 

(ecuación (3.15)): 

       2 0K M X                                                            (3.15) 

para que esta ecuación tenga una solución  X  distinta de cero la matriz    2K M  tiene que 

ser singular. Esta es la ecuación (3.16) que se conoce como la ecuación característica del sistema 

y las soluciones de esta ecuación son sus frecuencias naturales: 

 

   2 0K M                                                                   (3.16) 

los modos naturales del sistema pueden ser determinados como se muestra en las ecuaciones (3.17) 

-(3.18): 
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2

(1) 1 2 1 1

1

2(1)

2
1

k k m
X

k
X

  
   

   
   

 

                                                         (3.17) 

                                                           

2

(2) 1 2 2 1

1

2(2)

2
1

k k m
X

k
X

  
   

   
   

 

                                                        (3.18) 

La vibración libre de un sistema es la combinación de dos vibraciones armónicas con 

frecuencias 1  y 2 . 

(1) (2)

1 1 1 2 2

(1) (2)

2 2 1 2 2

( ) sin( ) sin( )

( ) sin( ) sin( )

x t X t X t

x t X t X t

 

 

  


 
                                              (3.19) 

                                                        

En las pruebas modales, se busca extraer los parámetros modales de vibración (es decir, 

frecuencias naturales, patrones de deformación conocidos como modos de vibración y coeficientes 

de amortiguamiento) de los datos medidos, y esto permite describir el comportamiento dinámico 

de manera efectiva. Las técnicas de análisis modal se usan comúnmente para determinar los 

parámetros modales de un sistema como su amortiguamiento y rigidez, dichas técnicas se han 

aplicado durante muchos años en ingeniería civil y mecánica [28].  

El análisis modal puede ser teórico o experimental. El teórico se basa en técnicas analíticas o 

simulaciones. El experimental se basa en ensayos y tiene 4 pasos fundamentales:  

1. Excitación de la estructura por medio de una fuerza controlada y conocida, en condiciones 

de laboratorio. 

2. Medición en los puntos de interés o críticos mediante acelerómetros, sensores de 

desplazamiento y galgas extensiométricas entre otros que dependen de la naturaleza del 

sistema y el problema. 

3. Tratamiento digital y análisis de las señales en el paso 2. 

4. Aplicación de las técnicas de identificación de parámetros modales e interpretación de 

resultados. 

De forma simplificada se puede decir que en el análisis modal del comportamiento dinámico 

de una estructura se descompone en una serie de respuestas simples con parámetros de frecuencia 

y amortiguamiento individuales. Su fin último es la construcción de un modelo del comportamiento 
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dinámico de la estructura. El procedimiento recae fuertemente en la adquisición de datos, su 

análisis y la identificación de los parámetros modales [36]. 

3.6.2 Transformada de Laplace 

Existe una técnica sistemática para encontrar las soluciones de ecuaciones diferenciales. Esta 

técnica se llama transformada de Laplace. Es un método alternativo para poder determinar la 

respuesta de un sistema.  Para obtener la respuesta solo se hace necesario el utilizar una tabla de 

transformadas de Laplace y realizar algunas manipulaciones algebraicas. Una de las ventajas de 

este método es que convierte las diferenciaciones en multiplicaciones. La transformada de Laplace 

de una función viene dada por la ecuación (3.20) en donde s  es un número complejo [34]: 

0
( ) ( ) ( ) stL f t F s f t e dt


                                                        (3.20) 

la ecuación (3.21) muestra cómo utilizar la transformada de Laplace para dar solución a la ecuación 

general de movimiento: 

 2 ( ) ( )ms cs k X s F s                                                           (3.21) 

donde se tiene que ( )X s es la transformada de Laplace del desplazamiento ( )x t  y ( )F s  es la 

transformada de Laplace de la fuerza de excitación, reordenando las ecuaciones se obtiene la 

ecuación (3.22): 

 2

( )
( )

F s
X s

ms cs k


 
                                                               (3.22) 

3.6.3 Función de transferencia y función de respuesta en frecuencia 

Reordenando la ecuación (3.22) se llega a la relación de la transformada de Laplace de la 

entrada y la salida del sistema para el caso de condiciones iniciales iguales a cero, dicha función es 

denominada función de transferencia (ecuación (3.23) [34]. 

 2

( ) 1
( )

( )

X s
H s

F s ms cs k
 

 
                                                  (3.23) 

Si se sabe que la variable s es un número complejo y este valor se restringe al eje imaginario 

s j  la función entonces se convierte en la denominada función de respuesta en frecuencia 

(FRF): 
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 2

1
( )H j

k m j c


 


 
                                                           

(3.24) 

En la teoría de control la función de transferencia se define en términos de salida y proporción 

de salida, de igual manera se utiliza en el análisis de estructuras y pruebas de vibración con 

propiedades físicas implícitas. En la Tabla 3.1 se muestran una lista de la nomenclatura de varias 

funciones de transferencia [34].  

Tabla 3.1 Tipos de FRF. 

Medición de 

respuesta 

Función de 

transferencia 

Inversa de la 

función de 

transferencia  

Aceleración  Inercia Masa aparente 

Velocidad Movilidad Impedancia 

Desplazamiento Compliance Dinámica de rigidez  

 

3.6.4 Series de Fourier y transformada de Fourier 

La transformada de Fourier es fundamental para el proceso de las señales en un análisis modal, 

un punto de referencia para el desarrollo de tecnología de análisis modal es la Transformada rápida 

de Fourier. Joseph Fourier mostro que si ( )x t  es una función periódica se le puede representar por 

medio de las series de Fourier ( ecuaciones (3.25)-(3.28)) [34]. 

0

1

( ) ( cos( ) ( sin( )
2

i i

i

a
f t a i t b i t 





          1,2,3...i n                        (3.25) 

1

0

1

1
( )

t T

t

a F t dt
T



                                                                             (3.26) 

1

1

2
( )cos( )

t T

i

t

a F t i t dt
T




                                                             (3.27)                                                                 

1

1

2
( )sin( )

t T

i

t

b F t i t dt
T




                                                              (3.28)                                                                         
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Matemáticamente, se puede demostrar que ( )x t  consta de una serie de sinusoides con 

frecuencias múltiples a una frecuencia fundamental. Esta frecuencia fundamental es dictado por el 

período tal que 
1

f
T

  La contribución a ( )x t  por una sinusoide con frecuencia kf  es 
2

( )
j kt

T
kX f e



 

La amplitud de la k- ésima sinusoide se puede determinar mediante la ecuación (3.29): 

22

2

1
( ) ( )

T

j kt

T
k

T

X f x t e dt
T





                                                            (3.29) 

este componente suele ser una cantidad compleja con su amplitud y fase. El término 
2j kt

Te


 

representa un vector unitario que gira a una frecuencia de 
k

T
 . Esta integral muestra que el 

componente en la señal ( )x t  que tiene una frecuencia como 
k

kf
T

  se "congelará" en la frecuencia 

de rotación del vector unitario, por lo que presenta un valor distinto de cero después de la 

integración. Los demás componentes se convertirán en cero después de la integración [34]. 

3.7 Análisis modal experimental 

El análisis modal se basa en las matemáticas para establecer modelos teóricos en sistemas 

dinámicos y para analizar datos de diferentes formas. El análisis modal implica tanto al tiempo 

como a la frecuencia, existen diferentes métodos que pueden ser utilizados algunos de ellos se 

ilustran en la Figura 3.3.   

 

Figura  3.3 Métodos de análisis modal. 

•Peak-picking

•FRF inversa

•Método de Dobson´s

•Método de minimo cuadrados 

Dominio de la 
frecuencia

•Método de dominio de tiempo de minimo cuadrados

•Método de dominio de tiempo de Ibrahim (ITD)

•Método de decremento aleatorio

•Método de serie temporal

Dominio del tiempo
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El objetivo del análisis modal experimental involucra las tareas y trabajos necesarios para 

obtener las medidas directas de la respuesta de un sistema y, a partir de ellas, obtener los parámetros 

modales que caracterizan el sistema dinámico [37]. 

3.7.1 Técnicas de análisis modal en el dominio de la frecuencia 

El análisis modal es un proceso de extracción de parámetros modales (frecuencias naturales, 

factores de pérdida de amortiguación y constantes modales) de los datos de vibración medidos.  El 

fundamento del análisis modal que utiliza datos de función de respuesta de frecuencia medidos 

consiste en ajustar la curva a los datos utilizando un modelo matemático predefinido de la 

estructura medida [34]. 

Este modelo asume el número de GDL (grados de libertad) de la estructura, su tipo de 

amortiguación y posiblemente el número de modos de vibración dentro de la medida de rango en 

frecuencia. Como resultado, el trabajo posterior será un proceso de ajuste de curvas que intentará 

derivar todos los parámetros modales en una fórmula matemática de una FRF utilizando datos de 

medición. Obviamente, cuanto más precisos sean los datos de FRF medidos, más posibilidades 

tendremos de obtener un ajuste de curva más preciso. Sin embargo, si se utiliza un modelo 

matemático incorrecto, el resultado del ajuste de la curva está condenado a ser malo, incluso si la 

función de error se minimiza numéricamente [34].  

Para el análisis modal en el dominio de la frecuencia, el modelo matemático es la expresión 

analítica de una función de respuesta de frecuencia que es verdaderamente representativa de los 

datos de FRF de la medición. Como resultado, los datos de FRF medidos contienen la información 

modal de los modos más allá del rango de frecuencia de medición, así como aquellos dentro [34]. 

3.7.2 Método de Peak-Picking 

El "método de selección de picos" es quizás el método más simple para el análisis modal. 

También se denomina "método de media potencia". El método trata los datos de la FRF en la 

vecindad de una resonancia como los datos de un sistema de 1 GDL [34]. 

El procedimiento para utilizar el método de selección de picos es: 

a) Estimar la frecuencia natural. - La frecuencia natural del modo seleccionado para el análisis 

se identifica a partir del valor pico de la FRF. 

b) ( )r Max
  ó 

r peak                                                        (3.30) 
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c) Estimación de la amortiguación.- Para estimar la amortiguación, los puntos de media 

potencia en a  y b  se ubican primero a cada lado del pico identificado con una amplitud 

max

2


.  El factor de pérdida de amortiguación o la relación de amortiguación se puede 

estimar a partir de la anchura del pico de resonancia como: 

2 2

22

b a b a
r

r r

   


 

 
  ó 

2 2

24 2

b a b a
r

r r

   


 

 
                   (3.31) 

d) Estimación de la constante modal. - A partir del modelo de 1 GDL, se sabe que la FRF en 

el pico es: 

max 2

r

r r

A


 
                                                                  (3.32) 

La constante modal en r se puede estimar como: 

2

maxr r rA                                                                    (3.33) 

Para el modelo de amortiguación viscoso, esto se convierte en: 

2

max2r r rA                                                                 (3.34) 

3.7.3 Transductores 

Los transductores de vibración son empleados para medir la velocidad, desplazamiento y/o 

aceleración de los sistemas sometidos a vibración. En general, los transductores empleados en el 

análisis de vibración convierten la energía mecánica en energía eléctrica, lo que significa que 

producen una señal eléctrica que es función de la vibración. Existen diferentes tipos de 

transductores utilizados en el análisis de vibraciones mecánicas, los más comunes son presentados 

en la Figura 3.4. 

 

 

Figura  3.4 Tipos de transductores usados para la medición de vibraciones. 
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3.7.4 Análisis y procesamiento de señales 

Las señales analógicas de entrada se filtran, se muestrean y se digitalizan para obtener una serie 

de registros digitales. El análisis de los datos se puede realizar en el dominio del tiempo (la señal 

se expresa en función del tiempo) y en el dominio en frecuencia (la señal se expresa con respecto 

a la frecuencia). La representación de la señal en el dominio de la frecuencia se le denomina 

espectro de frecuencia. Una de las herramientas matemáticas más importantes para llevar a cabo la 

transformación de señales del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia, y viceversa, es la 

transformada de Fourier (discreta (DFT, por sus siglas en inglés), rápida (FFT, por sus siglas en 

inglés)). Otras herramientas en el análisis y procesamiento de las señales son las ventanas, 

funciones matemáticas que nos permiten aislar una porción de señal a analizar y desechar el resto 

en mayor o menor medida [38]. 

3.8 MATLAB® 

En la actualidad existen alrededor del mundo millones de ingenieros que utilizan el software 

MATLAB® para analizar, diseñar y optimizar productos o procesos. MATLAB® se basa en 

lenguaje de matrices, su abreviatura hace referencia a Laboratorio de Matrices [39]. 

3.8.1 Series temporales 

Las series temporales son vectores de datos muestreados a lo largo de un tiempo determinado. 

Representan la evolución que se presenta en una población o algún proceso dinámico con respecto 

del tiempo. Estas se utilizan para identificar, modelar y pronosticar patrones y comportamientos 

que se presentan en intervalos de tiempo discretos [39]. 

3.8.2 Importar y analizar datos 

Importar y exportar datos, incluidos archivos grandes; preprocesar datos, visualizar y explorar 

datos de archivos de texto, hojas de cálculo, hardware, software o inclusive de la web, son algunas 

de las características que MATLAB®. Además de permitir explorar los datos para identificar 

tendencias, probar hipótesis y estimar la incertidumbre. MATLAB® puede leer formatos de 

archivo populares, como hojas de cálculo de Microsoft® Excel®, texto, imágenes, audio y video, 

y formatos de datos científicos. Las funciones de importar y exportar de datos brindan acceso a 

datos de archivos, otras aplicaciones, servicios web y dispositivos externos [39]. 
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3.8.3 SIMULINK® 

SIMULINK® es un entorno de diagramas de bloques para simulación y diseño basado en 

modelos, lo que permite el diseño a nivel de sistema, simulación, generación automática de código, 

prueba y verificación de sistemas. Proporciona bibliotecas de bloques personalizables y 

solucionadores para modelar y simular sistemas dinámicos. Debido a que está integrado con 

MATLAB®, permite incorporar algoritmos en modelos y exportar los resultados de la simulación 

para su posterior análisis [39]. 

3.8.4  Caja de herramientas de identificación de sistemas  

La caja de herramientas proporciona funciones, bloques de SIMULINK® y una aplicación para 

construir modelos matemáticos de sistemas dinámicos a partir de datos medidos de entrada y salida. 

De igual manera permite la creación y utilización de modelos de sistemas dinámicos que no se 

pueden modelar fácilmente a partir de los primeros principios o especificaciones. También admite 

datos de entrada-salida en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia para 

posteriormente identificar funciones de transferencia de tiempo continuo y tiempo discreto, 

modelos de proceso y modelos de espacio de estados [39].  

3.9  Instrumentación  

En cualquier industria existe la necesidad de utilizar instrumentos los cuales permiten sensar y 

actuar en procesos para poder obtener los productos o servicios deseados. Este se deduce a entender 

y conocer el funcionamiento de los sensores y el papel que estos desempeñan en la automatización 

y control. Lo anterior se hace necesario para controlar y mantener algunas magnitudes constantes 

como: un caudal, la presión, la conductividad, humedad, velocidad, entre otras. Existen diferentes 

clases de instrumentos complejos de control y automatización, para una mejor clasificación y un 

mejor entendimiento de los mismos se hace necesario el clasificarlos dependiendo de la función 

que estos realicen, los principales se muestra en la Tabla 3.2 [40]. 
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Tabla 3.2 Clasificación de instrumentos de control y automatización. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Instrumentos ciegos

• Es todo instrumento, sea sensor o transmisor que por su construcción física no
posee ninguna indicación visible de la lectura o medida de la variable.

Instrumentos Indicadores

• Van registrando el comportamiento de la variable a lo largo del tiempo.

Sensores o Medidores

• Son dispositivos capaces de captar y detectar una variable física y transformarlo
en otra senal predeterminada.

Transmisores

• Este tipo de instrumentos industriales consiguen captar la variable del proceso a
través de un elemento primário (sensores) y lo transmiten a distancia en forma de
alguna senal estandar.

Transductores

• Son dispositivos capaces de tomar una senal y transformarla en otra. Ejemplo
relé, sensor, un transmisor, etc.

Convertidores

• Instrumentos industriales capaces de recibir una senal eléctrica o neumática y que
la transforman en una senal estándar.

Receptores

• En la instrumentación industrial este tipo de dispositivos son capaces de recibir
una senal procedente de algún transmisor y mostrarla (indicarla) o registrarla.

Controladores

• comparan la variable controlada con una referencia deseada para poder ejercer
una acción correctiva sobre el proceso en relación al error provocado por esa
diferencia.

Actuadores

• Son los dispositivos encargados de actuar sobre el proceso para conseguir que
este tenga una determinada dinámica deseada, generalmente son accionados por
el controlador para alcanzar las especificaciones deseadas.
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Capítulo 4 

Material y Métodos 

4.1 Ubicación 

El presente trabajo se realizó en el Laboratorio de Posgrado el cual se encuentra ubicado en las 

instalaciones del Instituto Tecnológico de Pachuca sobre la carretera México-Pachuca en el 

kilómetro 87.5, con código postal 42080. 

4.2 Descripción del prototipo 

El prototipo con el que se trabajó es el presentado en [4], el cual se encuentra compuesto por 

un sistema rotor-chumacera que se puede configurar en uno o dos discos, los discos cuentan con 

orificios roscados para colocar masas adicionales y con ello simular desbalanceo, y poder realizar 

análisis de vibraciones. Cuenta con soportes de desmontaje rápido y a su vez permite el montaje 

de rodamientos de bolas o chumaceras hidrodinámicas. 

4.2.1 Características técnicas del rotor con 1 y 2 discos 

La Tabla 4.1 indica los valores de los parámetros técnicos del eje, en seguida la Tabla 4.2 se 

muestran las propiedades y características del material utilizado en los discos, respectivamente. 

Dichos parámetros se hacen necesarios para poder realizar el cálculo de las frecuencias naturales 

del sistema. 

Tabla 4.1 Datos del eje  

Material: Acero AISI 4140 

Propiedad  Símbolo Magnitud 

Módulo de Young E  112.068 10 Pa  

Densidad   
3

3
7.834 10

kg

m
  

Diámetro d  0.015875m  

Longitud 
1L  

2L  

0.825m  

0.762m  

Resistencia a la 

fluencia 

Sy  91.642 10 Pa  

Momento de inercia 

de área 
I  7 43.118 10 m  

Aceleración 

gravitacional 

g  

2
9.815

m

s
 

Distancia de la línea 

neutra a la superficie 

c  0.007938m  
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Tabla 4.2 Datos del disco  

Material: Acero AISI 1018 

Propiedad Símbolo Magnitud 

Módulo de Young  E  112.068 10 Pa  

Densidad    
3

3
7.834 10

kg

m
  

Masa del disco 1  
1m  2.266kg  

Masa del disco 2  
2m  1.813kg  

Fuerza 1 
1F  22.241N  

Fuerza 2 
2F  17.793N  

Además, en la Figura 4.1 se presentan las configuraciones necesarias para poder llevar a cabo 

las pruebas experimentales para las cuales fue diseñado el sistema originalmente. Dichas 

configuraciones muestran las distancias a las que deben montarse los discos. 

 

Figura  4.1 Configuraciones para diferentes pruebas 
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4.3 Modelo matemático 

A menudo se puede determinar el comportamiento total del sistema por medio de un modelo 

simple del sistema físico complejo, los pasos a seguir son los presentados en la Figura 4.2. 

 

Figura  4.2 Pasos para determinar el comportamiento de un sistema vibratorio [31] 

4.4 Método de elemento finito 

El método de elemento finito fue utilizado para realizar un análisis de frecuencias al sistema 

rotor-chumacera. Se utilizaron dos softwares diferentes pero que comparten características 

similares, para este trabajo se requiere que tengan la capacidad de realizar un el análisis frecuencias 

y ambos comparten esa característica. Los pasos para realizar el análisis son muy similares y se 

ilustran en la Figura 4.3 para SoliWorks®. 

 

 

 

•El proposito del modelo matematico es representar los detalles importantes
de un sistema segun su comportamiento, estos modelos pueden ser lineales
o no lineales

Modelo 
Matemático 

•Ecuaciones diferenciales comunes para un sistema discreto y ecuaciones
diferenciales parciales para un sistema continuo. Existen diferentes
metodos para derivar las ecuaciones. Entre ellos están la segunda ley de
Newton, el principio D'Alembert y el principio de la conservacion de la
energia.

Derivación de 
las 

ecucaciones 
rectoras

•Se pueden utilizar alguna de la siguientes técnicas para hallar la respuesta
de un sistema vibratorio: Métodos estandar de solucion de ecuaciones
diferenciales, Métodos de transformada de Laplace, Métodos matriciales y
Métodos numéricos.

Solución de 
las ecuaciones 

rectoras

•La solución proporciona los desplazamientos, velocidades y aceleraciones
del sistemaInterpretación 

de resultados
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Figura  4.3 Metodología empleada en SolidWorks® 

4.5 Uso de algunas Herramientas de MATLAB®. 

Para realizar el análisis del rotor con un disco se procede a aplicar los pasos que se exponen a 

continuación: 

1. Se abre el programa MATLAB® y se procede a definir las constantes del sistema. 

2. Habiendo definido las constantes se abre el diagrama de bloques realizado en SIMULINK® 

el cual se ilustra en la Figura 4.4.  El programa ayuda a calcular como entrada al sistema 

masa resorte amortiguador, una función rampa y del mismo modo calcula el 

comportamiento del sistema en un tiempo determinado.   

 

Figura  4.4 Diagrama de bloques en SIMULINK® 

1.- Se dirige a la
pestaña de los
complementos de
SolidWorks® y
seleccionar estudio de
frecuencias.

2.- A continuacion se
procede a aplicar el
tipo de material de las
piezas involucradas en
el analisis.

3.- El siguiente paso 
es colocar las 

condiciones de 
frontera que tendra el 

sistema.

4.- Se coloca el efecto 
de la gravedad y si 
existen fuerzas que 

actuen en el sistema.

5.-Se realiza un 
mallado de la pieza.

6.-Se preocede a 
ejecutar el analisis.
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3. Se procede a exportar los datos de SIMULINK® al área de trabajo de MATLAB®, existen 

diferentes maneras de exportar los datos, en este trabajo se exportan los datos directamente 

desde los gráficos que se generan en el programa virtual.  

4. A continuación, se procede a llamar el comando “systemIdentification”. Este módulo 

facilita la identificación de modelos dinámicos a partir de datos de entrada y salida. 

5. Se importan las señales obtenidas en el dominio del tiempo como datos de entrada y salida 

que anteriormente ya se definieron en el área de trabajo.  

6. Ahora se procede a realizar una estimación de los datos, en este estudio se calcula un 

modelo de función de transferencia con dos polos y un cero. De igual manera se pueden 

calcular otras características como el espacio de estados, ente otros.  

4.6 Instrumentación complementaria 

Para este proyecto la instrumentación fue complementaria ya que el banco de pruebas que se 

analizó originalmente fue diseñado para la colocación de transductores de proximidad los cuales 

permiten la obtención de señales para su posterior análisis, sin embargo, en este trabajo se 

consideró más apropiado el uso de acelerómetros dado que, por su naturaleza, complementan de 

manera importante al análisis de vibraciones en ingeniería mecánica. 

También se hizo necesario la selección de un motor para la excitación del sistema, además de 

un variador de frecuencia para facilitar el control de dicho motor.  Por otro lado, se requirió un 

microcontrolador para adquirir las señales provenientes de los sensores. A partir de los datos 

obtenidos a través de los acelerómetros se procesaron las señales con el objetivo principal de llevar 

a cabo un análisis de vibración para la obtención de las frecuencias naturales extracción de 

parámetros modales.  

4.7 Extracción de parámetros modales en base a la simulación 

En este proyecto se utilizará el programa realizado en [41] para calcular los modos de vibración 

del sistema a partir de los datos obtenidos de las mediciones de los sensores. El programa cuenta 

con la posibilidad de aplicar el método de Peak-Picking a los datos adquiridos del sistema. Es 

importante mencionar que el análisis modal experimental permite, además de la validación del 

modelo de elemento finito, obtener el factor de amortiguamiento que, aunque se puede proponer 

de forma aproximada al usar el método de elemento finito y el software de simulación, el dato más 

verídico lo proporciona el análisis modal experimental por medio de la adquisición y el análisis de 

los datos que se obtienen del mundo real o, dicho de otra forma, de las condiciones nominales de 

operación del prototipo que se está analizando. 
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Capítulo 5 

Resultados 

En este capítulo se presentan los resultados de mayor relevancia para este proyecto, los cuales 

han sido analizados, discutidos y comparados con otros trabajos pertenecientes a la misma área de 

estudio.  

5.1 Respuesta del sistema 

5.1.1 Modelo del sistema 

El modelo que representa el sistema analizado es el que se ilustra en la Figura 5.1. El sistema 

consta de un eje de acero AISI 4140, las longitudes de este varían dependiendo de la prueba que se 

vaya a realizar, los discos utilizados son de acero AISI 1018, el sistema se soporta en sus extremos 

en dos rodamientos rígidos.  

 

Figura  5.1 Vista isométrica sistema rotor-chumacera. 

En la Figura 5.2 se presenta el sistema desde su vista frontal y lateral, esto ayuda a tener una 

mejor referencia de las diferentes perspectivas del sistema. 

 

Vista frontal
Vista lateral

Figura  5.2 Sistema en diferentes planos. 
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5.1.2 Derivación de las ecuaciones de movimiento 

Las energías cinética y potencial de un rotor-chumacera isotrópico son las presentadas en las 

ecuaciones (5.1)-(5.2): 

     
2 2 21 1

sin cos
2 2

T m x e y e J         
 

                               (5.1) 

 2 21

2
V k x y                                                                    (5.2) 

considerando como coordenadas generalizadas ( x , y , ), la posición del centro de masas G se 

localiza como se visualiza en la Figura 5.3 y se presenta en las ecuaciones (5.3)-(5.4): 

 

Figura  5.3 Diagrama esquemático de un sistema rotor chumacera. 

 cosdx x e                                                                        (5.3) 

 sindy y e                                                                         (5.4) 

donde las constantes de masa y rigidez con las que se trabajó son presentadas en las ecuaciones 

(5.5)-(5.6): 

2.906eqm kg                                                                         (5.5)                                                                                                                               

3

48
55050x y eq

EI N
k k k

l m
   

                                                      (5.6) 

el Lagrangiano obtenido del sistema es el mostrado en la ecuación (5.7): 

 

Vista frontal Vista lateral



 INSTRUMENTACIÓN DE UN BANCO DE PRUEBAS PARA ANÁLISIS DE VIBRACIONES EN UN SISTEMA ROTOR-CHUMACERA 

32 
 

       
2 2 2 2 21 1 1

sin cos
2 2 2

L m x e y e J k x y    
                 

         (5.7) 

Se aplicó la ecuación de Euler Lagrange la cual se presentó en la ecuación (3.6). El modelo 

obtenido es el expuesto en las ecuaciones (5.8)-(5.10). Esta es la representación de un sistema rotor 

Jeffcot con tres grados de libertad. 

2sin( ) cos( ) 0m x e e cx kx                                                       (5.8) 

2cos( ) sin( ) 0m y e e cy ky                                                       (5.9)                    

 cos( ) sin( )rJ c m ye xe                                                          (5.10) 

Cuando se considera que el rotor opera a una velocidad constante se obtiene el modelo clásico 

del rotor Jeffcott de 2 GDL que se muestra en las ecuaciones (5.11)-(5.12), este contiene una 

perturbación síncrona de amplitud 2me . 

2 cos( )mx cx kx me t                                                            (5.11)                                                       

2 sin( )my cy ky me t                                                             (5.12)                                                 

5.2 Resultados del análisis de elemento finito 

En esta sección se presentan los resultados obtenidos utilizando el software SolidWorks®, los 

estudios realizados al sistema fueron: análisis estático y frecuencial.  Dentro de los resultados 

obtenidos en el análisis estático se encuentran los de esfuerzos de VonMises y desplazamientos.  

5.2.1 Resultados de esfuerzos de VonMises 

En la Figura 5.4 se presentan los resultados del análisis de esfuerzos de VonMises, estos 

resultados nos ayudan a conocer los esfuerzos que experimenta el sistema en su estado estático: 

Así mismo en la Figura 5.5 se muestran las secciones del sistema en donde se presentan los mayores 

esfuerzos teniendo estos un valor de 71.060 10 Pa . Se observa que estos esfuerzos ocurren en la 

parte superior e inferior de donde se supone el sistema tiene contacto con los rodamientos, esto es 

debido a que en la parte superior se encuentra en tensión y la inferior en compresión dado que el 

peso del disco genera una carga. 
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Figura  5.4 Resultados de esfuerzos de VonMises SolidWorks®. 

 

Figura  5.5 Secciones con mayores esfuerzos. 

A continuación en la Figura 5.6 se observan los resultados del análisis de esfuerzos de 

VonMises con condiciones de frontera diferentes, el valor del mayor esfuerzo corresponde a 

67.615 10 Pa , del mismo modo se observa en la Figura 5.7 que los esfuerzos máximos se presentan 

en la misma zona que el análisis anterior, a pesar de aparentar que la zona experimenta mayor 

esfuerzo por los colores que presenta, esto no es verdad ya que el valor del esfuerzo es menor 

aunque el área donde se presenta este es mayor. 
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Figura  5.6 Resultados de esfuerzos de VonMises con condiciones de frontera diferente. 

 

Figura  5.7 Sección de esfuerzos máximos. 

5.2.2 Resultados de Desplazamientos 

Dentro de las Figuras 5.8 y 5.9, se observan los resultados de los desplazamientos generados 

en el sistema, el desplazamiento mayor que experimenta en estado estático es de 1.190e-1mm.  

 

 

 

 

Vista superior Vista inferior



 INSTRUMENTACIÓN DE UN BANCO DE PRUEBAS PARA ANÁLISIS DE VIBRACIONES EN UN SISTEMA ROTOR-CHUMACERA 

35 
 

 

Figura  5.8 Resultados de desplazamientos. 

 

Figura  5.9 Resultados de desplazamientos con diferente frontera. 

5.2.3 Resultados de Análisis frecuencial 

Otros resultados de gran interés para este trabajo son los resultados del análisis de frecuencias, 

aquí se han obtenido los modos de vibración del sistema, la frecuencia a la que se presentaran los 

modos y la amplitud que experimentara. En la Figura 5.10 se puede observar el primer modo de 

vibración que presentará el sistema, la frecuencia a la que esta ocurrirá que es de 47Hz . 
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Figura  5.10 Primer modo de vibración. 

La Figura 5.11 muestra los resultados para el estudio en donde se consideran condiciones de 

frontera diferentes a las del primer análisis, en este caso el primer modo de vibración ocurre a los 

47.222Hz . 

 

Figura  5.11 Primer modo de vibración con diferente frontera. 

En la Figura 5.12 se observa el segundo modo de vibración que experimentara el sistema, la 

frecuencia correspondiente a este modo de vibración es de 239.31Hz . 
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Figura  5.12 Segundo modo de vibración. 

A continuación, en la Figura 5.13 se ilustra el segundo modo de vibración correspondiente al 

análisis con condiciones de frontera diferentes. En este análisis el modo de vibración corresponde 

a la frecuencia de 240Hz . 

 

Figura  5.13 Segundo modo de vibración con condiciones de frontera diferentes. 

5.3 Instrumentación 

Para la puesta en marcha del prototipo se utilizó un motor trifásico marca ABB de 1 hp como 

el que se muestra en la Figura 5.14, la flecha con la que viene equipado es tipo cuñero de 7/8 de 

pulgada. En la Figura 5.15 aparecen las características principales del motor. 
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Figura  5.14 Motor ABB 1 Hp. 

 

Figura  5.15 Características técnicas del motor ABB. 

Se seleccionó un cople presisa tipo estrella para transmisión de potencia como el que se observa 

en la Figura 5.16. Se compone de dos mangones simétricos de aluminio con un diámetro interno 

de 7/8 y 5/8 de pulgada respectivamente además de un elemento elástico en forma de estrella. Los 

mangones disponen de varias aletas, sobre las que queda intercalado el elemento elástico. Esto 

significa que es un acoplamiento que trabaja a compresión. Se decidió utilizar rodamientos rígidos 
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de bolas en el eje como los presentados en la Figura 5.17 para una mejor captación de la vibración 

generada ya originalmente el sistema utilizaba rodamientos auto alineables. 

 

Figura  5.16 Cople presisa tipo estrella. 

 

Figura  5.17 Rodamientos rígido de bolas. 

Se adquirió una placa de acero AISI 1018 de 5/8 de pulgada de espesor (Figura 5.18) para 

soporte del motor, a la placa se le realizaron unos barrenos para que se una a la placa base y así 

mismo para poder fijar el motor, también se le soldaron en un extremo dos soportes con la 

capacidad de poder variar la longitud utilizando unos niveladores como se ilustra en la Figura 5.19. 
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Figura  5.18 Placa acero AISI 1018. 

 

Figura  5.19 Niveladores soporte de motor. 

Se realizó un análisis estático de la placa con la finalidad de conocer ciertas características 

ingenieriles y así garantizar el correcto funcionamiento de la misma. Los resultados obtenidos son 

los mostrados en la Figura 5.20 en la cual se aprecia que el limite elástico del material se encuentra 

a los 351.6MPa , la fuerza que se propuso para el desarrollo del análisis es de 150N , el esfuerzo 

máximo resultante que la placa experimentó es de 5.154MPa . 
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Figura  5.20 Resultados VonMises de la placa base del motor. 

En la Figura 5.21 se muestra el ensamble de todas las partes mecánicas del sistema, en las 

cuales se encuentran: 1) Niveladores de motor, 2) Bastidor de motor, 3) Bastidor de rotor, 4) 

Rodamiento rígido de bolas, 5) Soporte de rodamientos, 6) Disco, 7) Eje, 8) Cople y 9) Motor. 

 

Figura  5.21 Ensamble del sistema. 
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También se instaló un convertidor de frecuencia marca WEG modelo CFW300 (Figura 5.22) 

para el control de la velocidad en motores de inducción trifásicos, resulta ideal para aplicaciones 

en máquinas o equipos que necesitan control preciso y facilidad de operación. Posee un tamaño 

compacto, cuenta con una interfaz de operación (HMI) incorporada, software de programación 

WPS gratuito, y accesorios tipo plug-in que pueden ser incorporados al variador agregando más 

funcionalidades y proporcionando una solución flexible con excelente costo beneficio. 

 

Figura  5.22 Variador de velocidad. 

En la Figura 5.23 se presenta el tablero que contiene las conexiones eléctricas realizadas en este 

proyecto. Se utilizó un riel din de 35mm que es comúnmente utilizado para el montaje de elementos 

eléctricos, del mismo modo se instaló un interruptor termomagnético de dos polos, un 

potenciómetro de precisión conectado al variador de frecuencia para el control de la velocidad, 

clemas para conexiones rápidas, un botón de paro de emergencia, se utilizó cable de uso rudo del 

número 12 para alimentar el sistema y para las conexiones cable del número 12. 

 

Figura  5.23 Conexiones eléctricas del sistema. 
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En este prototipo educativo, se utilizaron acelerómetros MEM digitales de bajo costo que son 

fácilmente configurables e intercambiables. Se utilizaron dos acelerómetros diferentes; el 

ADXL335 de 3 ejes que cuenta con salidas analógicas como el que se presenta en la Figura 5.24 y 

el ADXL345 que cuenta con un acelerómetro MEM de 3 ejes y una salida de datos digitales, 

provistos a través de un búfer FIFO para un muestreo rápido y transferencia de datos. 

 

Figura  5.24 Acelerómetro de 3 ejes ADXL335. 

Para procesar las señales se utilizó la tarjeta arduino DUE (Figura 5.25) basada en el 

microcontrolador Atmel SAM3X8E ARM Cortex-M3 la cual tiene unas características muy 

similares a la Stmdiscovery, se utilizó el software MATLAB®, ya que proporciona distintas cajas 

de herramientas integradas para procesamiento de señal y análisis de vibraciones,  

 

Figura  5.25 Arduino DUE. 
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5.4 Validación  

Las estimaciones obtenidas utilizando el método de Rayleigh utilizado en [4] se exponen en la 

Tabla 5.1, este método consiste en obtener una mejor estimación de las frecuencias fundamentales 

del sistema bajo análisis que contienen elementos flexible, tal es el caso de las vigas.  

Tabla 5.1 Estimaciones utilizando el método de Rayleigh. 

Frecuencia 

natural 

Rpm Rad/s Hz 

1 disco 

1 1320 138 22 

2 7920 829 132 

3 13440 1413 224 

2 discos 

1 1541 157 25 

2 5940 622 99 

 

En este trabajo, se usó el método del elemento finito para obtener estimaciones numéricas de 

las frecuencias naturales y modos de forma del rotor. En la tabla 5.2 se muestran los resultados 

obtenidos utlizando el software SolidWorks, 

Tabla 5.2 Frecuencias obtenidas en SolidWorks 

Modo A B 

1 47 Hz 47.22 Hz 

2 239.31 Hz 240 Hz 

 

5.5 Extracción de parámetros modales  

5.5.1 Prueba con martillo de impacto 

En la Figura 5.26 se representa una prueba frecuencial, para la prueba con martillo de impacto 

el sistema debe de estar en estado estático y consiste en aplicar una fuerza de tipo impulso, se 

utilizó un martillo para aplicar una fuerza momentánea en el eje y de esta manera hacer que el 

sistema vibre para posteriormente registrar la aceleración que se presenta en el sistema, se observa 

que el sensor está colocado en el grado de libertad y en la parte inferior se observa el sistema de 

adquisición de datos. Para captar la señal se utilizó la tarjeta arduino DUE basada en el 

microcontrolador Atmel SAM3X8E ARM Cortex-M3 la cual tiene unas características muy 

similares a la Stmdiscovery como se reporta en el artículo [42] mismo que se anexa en el anexo A. 
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Figura  5.26 Prueba con excitación tipo impacto. 

La respuesta que se obtuvo al realizar la prueba con martillo de impacto es la mostrada en la 

Figura 5.27, en el eje y  se encuentran las aceleraciones registradas y en el eje x  el tiempo 

transcurrido.  

 

Figura  5.27 Respuesta temporal de prueba con excitación tipo impacto. 

Acelerómetro ADXL335 
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Se utilizó el programa realizado en [41] para calcular la FFT de la respuesta obtenida del 

sistema (Figura 5.28) y posteriormente aplicar el método del Peak Picking que igual se encuentra 

disponible en el programa. La frecuencia obtenida es de 32.75Hz . 

 

Figura  5.28 Respuesta en frecuencia de prueba con excitación tipo impacto. 

5.5.2 Prueba con rampa de velocidad 

Para la realización de esta prueba es necesario que el sensor se coloque en alguno de los 

soportes como se observa en la Figura 5.29. La prueba consistió en excitar el sistema hasta que este 

pase por alguna de las frecuencias naturales del sistema y así registrar el comportamiento presente 

en el sistema. La frecuencia de muestreo fue de 5000Hz . 

 

Figura  5.29 Prueba con rampa de velocidad. 

Acelerómetro ADXL335 
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A continuación, en la Figura 5.30 se muestra el comportamiento dinámico que presentó el 

sistema.  

 

Figura  5.30 Respuesta dinámica del sistema. 

En la Figura 5.31 se muestra el resultado de las frecuencias obtenidas utilizando el método del 

Peak-Picking, se aprecian cinco picos los cuales representan las frecuencias del sistema y se 

exponen en la Tabla 5.3 al igual que el factor de amortiguamiento para cada una de ellas. 

 

Figura  5.31 Respuesta en frecuencia de la prueba con rampa de velocidad. 
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Tabla 5.3 Parámetros modales obtenidos con la prueba de rampa de velocidad. 

Modo Frecuencia (Hz) Factor de 

amortiguamiento 

1 20.1036 0.0157 

2 29.0491 0.0127 

3 30.5750 0.0093 

4 198.3086 7.2298e-04 

 

En la Figura 5.32 se presentan los resultados obtenidos utilizando lo caja de herramientas de 

Matlab en donde se introdujeron los datos de la prueba de rampa de velocidad, se observa que la 

resonancia ocurre a los 215rad
s

  que es equivalente a 34Hz . 

 

Figura  5.32 Respuesta obtenida utilizando la herramienta llamada “systemIdentification” de MATLAB®. 

A continuación, en la Tabla 5.4 se presentan una comparación de todos los resultados obtenidos 

del sistema aplicando diferentes métodos de solución.  
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Tabla 5.4 Comparación de frecuencias naturales. 

Método 

de 

Rayleigh 

Eigen 

problema 

SolidWorks Analizador 

(impacto) 

Analizador 

(rampa) 

Herramientas 

de Matlab 

22 Hz 21.87 Hz - 19.83 Hz 20.10 Hz - 

- - - 32. 75 Hz 30.52 Hz 34 Hz 

132 Hz - 47 Hz 42.72 Hz - - 

224 Hz - 239 Hz 158.40 Hz 198.30 Hz - 
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Conclusiones 

En este trabajo de tesis se presenta el modelo dinámico y la validación experimental del 

prototipo desarrollado en la tesis titulada “Diseño y construcción de un rotor experimental”. La 

validación experimental se realizó gracias a la correcta instrumentación realizada al prototipo que 

cumple con los requisitos y especificaciones técnicas como son: ancho de banda y requerimientos 

de potencia para alcanzar los objetivos de este trabajo. 

La aportación principal de este trabajo es la comparación de los valores numéricos de las 

frecuencias naturales obtenidos mediante la evaluación de diferentes métodos teóricos con aquellos 

obtenidos de manera experimental a partir de mediciones en tiempo real de la variable de 

aceleración de uno de los elementos principales (chumacera) del prototipo. 

Los datos obtenidos de forma experimental fueron posteriormente procesados utilizando 

MATLAB®. El resultado de dicho procesamiento es la extracción de los parámetros modales de 

frecuencia y factor de amortiguamiento. 

Las diferencias entre los valores obtenidos teóricamente y experimentalmente para las 

frecuencias naturales se deben principalmente al planteamiento de los modelos matemáticos en los 

cuales se asumen comportamientos y condiciones de frontera ideales que en la realidad no se 

presentan debido a la presencia de componentes físicos como los rodamientos en las chumaceras, 

el cople, uniones atornilladas, entre otros. Los datos obtenidos experimentalmente sugieren la 

mejora de los modelos matemáticos con base a especificaciones más detalladas de las condiciones 

de frontera cuando el software de elemento finito así lo permita o con un análisis más a fondo de 

los materiales, características geométricas y la viabilidad de la simplificación del sistema a uno de 

un solo grado de libertad. 

Como trabajo futuro, que podría contribuir a mejorar los resultados hasta ahora mostrados, se 

considera lo siguiente: 

 Complementar el análisis modal experimental con otras técnicas de extracción de 

parámetros modales. 

 Complementar la instrumentación con la medición de otras variables como esfuerzos, y 

velocidad angular. 

 Realizar la validación experimental de los modelos dinámicos correspondientes a la 

configuración de dos discos. 
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Anexo B 

Solución del modelo dinámico de un sistema vibratorio lineal de 1 GDL con movimiento 

traslacional. 

 Se aplica la segunda ley de Newton, con la cual se llega a la ecuación característica de un 

sistema de segundo orden excitado con una fuerza armónica. 

( )

cos

x

o

F mx

kx cx F t mx

mx cx kx F t

 

   

  

 

 Normalizando el modelo con respecto de la masa se obtiene la ecuación la cual representa 

el modelo en base a su frecuencia natural y factor de amortiguamiento. 

2

cos

2 cos

o

n n o

c k
x x x f t

m m

x x x f t



  

  

  

 

Donde: 

0
o

F
f

m
  

 El siguiente paso es obtener la solución del modelo dinámico: 

( ) ( ) ( )H Px t x t x t   

 Se iguala el modelo a cero y se resuelve la ecuación para obtener la solución homogénea 

del sistema. 

22 0n nx x x     

 La solución homogenea del sistema se presenta por medio de la siguiente ecuación. 

 ( ) cost

Hx t e A t Bsen t     

 Para obtener la solución particular del sistema se utiliza el método de coeficientes 

indeterminados. 

22 cosn n ox x x f t      

1 2

1 2

2 2

1 2

( ) cos s n

( ) s n cos

( ) cos

P

P

P

x t C t C e t

x t C e t C t

x t C t C sen t

 

   

   

 

  

  

 

 Se sustituye la solución propuesta y sus respectivas derivadas en el modelo dinámico. 
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2 2

1 2 1 2

2

1 2

cos 2 ( s n cos )

( cos s n ) cos

n

n o

C t C sen t C e t C t

C t C e t f t

        

   

    

  
 

2 2

1 2

2 2

1 2

( ) cos 2 cos cos

2 s n ( ) 0

n n o

n n

C t C t f t

C e t C sen t

      

     

  

   
 

2 2

1 2

2 2

1 2

( ) 2

2 ( ) 0

n n o

n n

C C f

C C

   

   

  

   
 

 El siguiente paso es resolver el sistema de 2x2 para obtener los coeficientes de la solución 

particular propuesta. 

2 2

1 12 2

2 2 2 2 2 2

1 1

2 2

1 2 2 2 2

2
( ) 2

( )

( ) (2 ) ( )

( )

( ) (2 )

n
n n o

n

n n n o

n
o

n n

C C f

C C f

C f

 
   

 

     

 

   

 
   

 

   




 

 

Entonces se tiene: 

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 ( )

( ) ( ) (2 )

2

( ) (2 )

n n
o

n n n

n
o

n n

C f

C f

   

     

 

   

 
  

   


 

 

 Recordando la solución del sistema 

( ) ( ) ( )H Px t x t x t   

Por lo tanto, la solución total del sistema se representa de la siguiente manera. 

 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) cos

( ) 2
cos s n

( ) (2 ) ( ) (2 )

t

n n
o o

n n n n

x t e A t Bsen t

f t f e t

  

   
 

       

  




   

 

 Para determinar A y B se hace uso de las condiciones iniciales. 

0

0

(0)

(0)

x X

x V




 

2 2

0 2 2 2 2

( )

( ) (2 )

n

o

n n

X fA
 

   



 
   

 

2 2

0 2 2 2 2

2

02 2 2 2

( )

( ) (2 )

21

( ) (2 )

n

o

n n

n
n o

d n n

X fB f V
 

   

 


    



 

  
     

   
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 Finalmente, la solución del modelo dinámico está dado por: 

2 2

0 2 2 2 2

2 2

0 2 2 2 2

2

0

2 2 2 2

2 2 2

( )

( ) (2 )

( )

( ) (2 )

cos

( )

21

( ) (2 )

( ) (2

n

n

o

n n

n

n n

d

t n
d

d

n
o d

d n n d

o

n

X f

X f

t

x t e sen t

V
f sen t

f



 

   

 

   








 


     

  





 



 

  
  

  
 

        
   

   
     

     


 

2 2

2
( ) cos 2 s n

)
n n

n

t e t     


   

 

En donde: 

2(1 )d n     

 La respuesta del sistema también se puede representar de la siguiente forma: 

( ) ( ) cos( )nt

dx t Ae sen t X t
    

     

Donde X es la amplitud de vibración en estado estacionario (o estado estable). 

1

cos

( cos )

( cos )

o

d o

o o n

x X
A

sen

x X
tg

v x X Xsen





 


   









  

 

1

2 2

2 2

1 2

2 2

1 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

( )

( ) (2 )

2

( ) (2 )

n

n

n
o o

n n

n
o o
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tg

X C C

a
C f f

a b

b
C f f

a b

 


 

 

   

 

   




 


 

  

 
  
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   

 

2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2
2

2
2 2

2 2

2 2

1

o o

o

o

o

a f b f
X

a b a b

a b
X f

a b

X f
a b

f
X

a b

 
 

 
 

 
 







 

2 2 2 2( ) (2 )

o

n n

f
X

   


 
 

 Centrando el análisis en la expresión de estado estable. 

2 2 2 2

4 2 2 4 2 2 2

2 4 2 2
4 4

2 4 2

2 4 2 2
2

2 4 2

( ) (2 )

( 2 ) (4 )

4
(1 2 ) ( )

4
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o
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o
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o

n n

n n n

o

n

n n n

f
X

f
X

f
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f
X

   

      

   
 

  

   


  


 


  



  



  

 

 Haciendo 
n

r



  

2 2 4 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

(1 2 ) (4 )

(1 ) (2 )

1

(1 ) (2 )

1

(1 ) (2 )

o

n

o

n

n

o

n

o

f
X

r r r

f
X

r r

X

f r r

XkX

F f r r

 

 










  


 


 

 
 

 

kX

F
es la amplitud de vibración normalizada adimensional. 
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¿En qué r se tiene el máximo para la amplitud de vibración normalizada (kX/F)? 

Para dar respuesta se deriva la expresión con respecto de r y se iguala a cero: 

2
2 2 2 1/2

3/2
2 2 2 2

((1 ) (2 ) )

1
(1 ) (2 ) 2(1 )( 2 ) 2(2 )(2 )

2

n

o

Xd kX d d
r r

dr F dr f dr

d kX
r r r r r

dr F




  





   

            

 

 Para encontrar el máximo la derivada se iguala a cero: 

3/2
2 2 2 2

2

3 2

2 2

2 2

2

2

2

1
(1 ) (2 ) 2(1 )( 2 ) 2(2 )(2 ) 0

2

2(1 )( 2 ) 2(2 )(2 ) 0

4 4 8 0

4 2 1 0

2 1 0

1 2

1 2

1 2

m
m

n

m n

r r r r r

r r r

r r r

r r

r

r

r

  

 














  



            

   

   

    

  

 

  

 

 

 Ahora surge la pregunta ¿Para qué rango de ζ el máximo de r es válido? 

2

2

2

2

2

2

1 2 0

1 2 0

1 2 0

2 1

2 1

1

2

1

2

r 













  

 

 

  







 

 La amplitud de vibración máxima se obtiene al sustituir 
mr en: 

2

2 2 2

1

(1 ) (2 )

n

o

XkX

F f r r




 

 
 

 Donde 
mr es: 

21 2mr    
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Anexo C 

Variador de frecuencia 

 

 

Para más información visitar https://www.weg.net/catalog/weg/MX/en/Drives/Variable-Speed-

Drives/Micro-and-Mini-Drives/Variable-Speed-Drive-CFW300/DRIVE-CFW300A06P0S1NB20/p/13059272 

 

https://www.weg.net/catalog/weg/MX/en/Drives/Variable-Speed-Drives/Micro-and-Mini-Drives/Variable-Speed-Drive-CFW300/DRIVE-CFW300A06P0S1NB20/p/13059272
https://www.weg.net/catalog/weg/MX/en/Drives/Variable-Speed-Drives/Micro-and-Mini-Drives/Variable-Speed-Drive-CFW300/DRIVE-CFW300A06P0S1NB20/p/13059272
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